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В В Е Д Е Н И Е 

         Начинать расчёт сооружения имеет смысл лишь тогда, ко-
гда установлено, что он вообще может быть выполнен методами 
строительной механики, и определено, какие методы при этом 
следует использовать. В противном случае попытки составить и 
решить соответствующие уравнения могут оказаться безуспеш-
ными из-за возникновения нехарактерных для решаемой задачи 
математических проблем (недостаточность уравнений, их вы-
рождение и др.). Поэтому необходима предшествующая расчё-
ту оценка расчётной схемы рассматриваемой системы, назы-
ваемая кинематическим анализом сооружения (системы). 

         К и н е м а т и ч е с к и й   а н а л и з – это исследование 
расчётной схемы сооружения (системы), выполняемое до      
начала расчёта с целью определения кинематического качества 
системы (геометрической неизменяемости, мгновенной изме-
няемости или геометрической изменяемости), а в случае гео-
метрической неизменяемости системы – также для выявления 
её статической определимости или неопределимости. 

         Кинематический анализ позволяет своевременно обнару-
жить системы,  расчёт которых либо вообще невозможен мето-
дами механики деформируемых тел – геометрически изменяе-
мые системы (ГИС), либо может выполняться с использованием 
особых подходов – системы мгновенно изменяемые (МИС). 
Кроме того, в результате кинематического анализа выясняется, 
как именно предстоит рассчитывать систему – достаточно ли 
для определения усилий в системе одних только  уравнений ста-
тики (в случае статически определимой системы) или необхо-
димо рассматривать все три стороны задачи расчёта деформи-
руемой системы – статическую, геометрическую и физическую 
(если система статически неопределимая).   
         Принципиальная схема кинематического анализа приведе-
на на рис.1. Методика и техника выполнения проверок, обозна-
ченных на блок-схеме операторами 1, 2 и 3, будут рассмотрены 
далее. Формально  процедуры, описанные в правой части схемы, 
__________________________________________________________________________________________________________________________  

*    Здесь и далее так обозначается номер контрольного вопроса (с. 54 – 56), ответ  
      на который можно найти в тексте, начиная с места, отмеченного данным знаком. 

 
* 1 
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могут и не выполняться,  если не ставить задачу добиться всё-
таки возможности выполнить расчёт сооружения – либо путем 
трансформации расчётной схемы, либо – для мгновенно изме-
няемой системы – выбором специальных методов расчёта. 
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1 .  О С Н О В Н ЫЕ   П ОН Я Т И Я    И   О П РЕ Д Е Л Е Н И Я  

         Кроме уже известных из классификации расчётных схем 
сооружений понятий «геометрическая неизменяемость» (и со-
ответственно геометрически неизменяемая система –  ГНС),  
«геометрическая изменяемость» (геометрически изменяемая 
система –  ГИС),  «мгновенная изменяемость» (мгновенно изме-
няемая система – МИС), базовыми понятиями кинематического 
анализа являются диск ,  связь  и  степень свободы .   

1.1.  Д и с к и   и    с в я з и 

         Д и с к – часть системы (один или несколько соединённых 
друг с другом элементов), форма и размеры которой могут из-
меняться только вследствие деформации материала. 

         Иными словами, если использовать гипотезу отвердения 
материала (считать материал недеформируемым), то признаком 
диска будет неизменность формы и размеров. 
 
      а)                б)                  в)                      г)                     д) 

 

 

 

           е)                                   ж)            з) 

 

 

 

                    и)                                        к) 

 

 

 

Рис. 2 
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         Примеры дисков приведены на рис. 2:  
– а, б, в, г, д – диски из одного элемента (а, б, в – стержни с пря-
молинейной, криволинейной и ломанной в плоскости или в про-
странстве осью; г – диск-пластинка; д – диск-оболочка);  
– е, ж, з, и, к – диски из нескольких элементов (е, ж, з – из одно-
типных элементов – стержней, плоские (е, ж) и пространствен-
ный (з);  и, к – комбинированные пластинчато- и оболочечно-
стержневые, пространственные). 
         Незакреплённый диск может перемещаться в плоскости 
или пространстве, при этом координаты его точек в общей (гло-
бальной) системе координат xyz изменяются (рис. 3), но в собст-
венных (локальных) координатных осях xD yD zD ,  связанных с 
самим диском, положение его точек остается неизменным, если 
считать элементы диска недеформируемыми, – это означает, что 
диск перемещается как жёсткое целое. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3 
 

         Диск может быть образован соединением нескольких ранее 
выявленных дисков, имеющих любую (возможно, достаточно 
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став плоского диска I (DI) входят многостержневые «суб»-диски 
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1, 2 и 3 (D1 , D2 и D3), объединённые в шарнирный треугольник 
аналогично примерам на рис. 2, е, ж. Неизменяемость формы 
шарнирного треугольника очевидна; в дальнейшем будет дано 
доказательство этого. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4 

         Поскольку возможно последовательное «укрупнение» дис-
ков,  то ясно,  что в ряде случаев (но не всегда!) вся система мо-
жет рассматриваться, в конечном счете, как диск.   
         Особым диском, который используется в кинематическом 
анализе, является диск «земля», представляющий собой единую 
модель всех реальных объектов, играющих роль основания для 
рассчитываемого сооружения, – фундаментов, других конструк-
ций, поддерживающих рассматриваемую систему.  
         Диск «земля» всегда считается неподвижным и недефор-
мируемым (возможная деформативность реального основания 
изначально закладывается в расчётную схему сооружения путем 
введения податливых опор).  
         Для обеспечения геометрической неизменяемости соору-
жения его элементы и более крупные фрагменты (по терминоло-
гии кинематического анализа – диски) должны быть соединены 
(связаны)  друг с другом и хотя бы некоторые из них –  обяза-
тельно с «землей». Соответствующие соединительные устройст-
ва принято называть связями. Более общее определение связей 
объединяет их механико-математическое и прикладное (инже-
нерное) истолкования:   

DI 

D1 D2 D3 
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         с в я з и  (механические)  –  ограничения  на  перемещения*  
(линейные  и/или  угловые)  точек  или  
сечений элементов системы, а также 
устройства, технически реализующие эти ограничения. 

     З а м е ч а н и е :  здесь термин «сечение элемента» не означает разделения      
элемента на части, а используется в том же смысле, как в общепринятых       
выражениях «гипотеза плоских сечений», «угол поворота сечения», т.е. как   
указание на геометрический объект, для которого определяются или описыва-
ются кинематические свойства или параметры, в частности, перемещения. 

         Ограничения (одно или одновременно несколько) переме-
щений точки или сечения возникают в том случае, когда эта точ-
ка (сечение) некоторым способом соединяется с другими 
точками (сечениями элементов) одного и того же или разных 
дисков, в том числе диска «земля».  
         Абстрагируясь от конструктивных особенностей соедини-
тельных устройств, будем рассматривать их расчётные модели, 
применяя к ним в дальнейшем термин «связи». 

1.2.  К л а с с и ф и к а ц и я    с в я з е й 
         Связи различаются по следующим основным признакам: 
1) по области расположения –   

 а) континуальные – распределённые по объему, поверхно- 
     сти или линии); 
 б) дискретные –  в отдельных точках или сечениях; 

примерами распределённых связей могут служить деформируе-
мое основание – для лежащих на нем балок,  пластин,  оболочек,  
вода – для подводных или плавучих сооружений, воздух – при 
колебаниях высотных объектов; в дальнейшем ограничимся  
рассмотрением только дискретных связей; 
2) по соединяемым дискам связи подразделяются  на  
    а) внутренние –  соединяющие диски системы  друг с другом; 
    б) внешние (опорные) –  прикрепляющие  диски  системы  
        к диску «земля»; 
3) по числу ограничиваемых перемещений выделяют связи   
    а) простые (признак – связь накладывает ограничение на  
        одно перемещение); 
    б) сложные (ограничивается более одного перемещения); 

*  В динамике –  и на скорости. 
 5 
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простые связи различают по типу того одного перемещения, на 
которое связь накладывает ограничение – линейные и угловые; 
4) по физическим свойствам связи бывают  
    а) жёсткие (недеформируемые); 
    б) податливые (деформируемые). 
         Особое значение имеет классификация связей по кинема-
тическому признаку – она будет дана отдельно в главе 2. 

1.3.  Т и п ы   с в я з е й   п л о с к и х   с и с т е м 
         Подробно рассмотрим основные типы дискретных связей 
плоских систем, не делая различия между связями внешними и 
внутренними, поскольку для самих связей безразлично, какие 
диски ими соединяются (при этом диск «земля» принципиально   
ничем не отличается от прочих дисков системы).  
         Типы связей устанавливаются по 3-му признаку приведен-
ной выше классификации: 
– связи 1-го типа – простые (одно ограничение на перемещения 
в месте наложения связи) –  

а) линейная связь  (рис. 5)  – жёст- 
     кий  прямолинейный  стержень  АВ  
     с шарнирами по концам, устраняю- 
     щий  возможность  относительного 
     (взаимного)  линейного  перемеще- 
     ния точки А диска D1 и точки В ди- 
     ска D2  по  направлению  оси связи 
     (линии АВ); 

б) угловая связь  (рис. 6, а)  в  виде 
     недеформируемого стержня   А'CВ', 
     объединённого с двумя идеальными 
     (без  трения)  «ползунами»,  жёстко 
     прикреплёнными  соответственно к 
     дискам D1 и D2  в  точках А и В  и  не 
     препятствующими  линейным пере- 
     мещениям  точек  А и В  вдоль осей 
     ползунов  (а значит, и полному вза- 
     имному  линейному  перемещению  
     точек  А и В), но не допускающими 

 
 
 
 
 
 

Рис. 5 
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относительного (взаимного) поворота узлов или сечений 
дисков-стержней в точках А и В (если деформации дисков не 
учитываются, то невозможен взаимный поворот дисков в 
целом);  на рис. 6, б показано упрощённое изображение 
внешней угловой связи (когда диском 2 является «земля»);   

– связи 2-го типа – шарниры (два ограничения на перемещения 
в месте наложения связи) –  

а)  идеальный (без трения)  цилиндрический шарнир (рис. 7)   
с осью вращения,  проходящей через точку С перпендику-
лярно плоскости, в которой расположены диски D1 и D2; ци-
линдрический шарнир допускает  
относительный (взаимный) поворот 
дисков  D1 и D2  вокруг их мгновен- 
ного взаимного центра вращения – 
точки С, но устраняет возможность 
любых  (т.е. одновременно,  напри- 
мер, вертикального  и  горизонталь- 
ного)  относительных линейных пе- 
ремещений  точек  дисков  D1 и D2 ,                   Рис. 7  
через которые проходит ось шарнира; 
б) идеальный (без трения) поступательный шарнир (рис. 8) –   
устройство, состоящее из недеформируемого штока АВ', жё-
стко прикреплённого к диску D1 , и направляющей (втулки), 
закреплённой в точке В диска D2 ;  поступательный шарнир  
позволяет  точкам  А и В,  принадле-   
жащим соответственно дискам D1 и 
D2 ,  совершать свободное линейное 
относительное  перемещение  вдоль 
оси шарнира  (линии АВ),  но  не до- 
пускает  относительного  линейного 
перемещения точек А и В  по норма- 

      ли к линии АВ и взаимного поворота 
      узлов (сечений) в точках  А и В  (или 
      взаимного поворота  жёстких дисков                   Рис. 8 
      в целом);  
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– связь 3-го типа – припайка (три ограничения на  перемещения  
в  месте наложения связи) – жёсткое сое- 
динение дисков (рис. 9), полностью уст- 
раняющее возможность любых  (углово- 
го  и  линейных) относительных переме- 
щений   в  точках  А  и  В   соединяемых  
дисков.                                                                            Рис. 9 

         Сложные связи 2-го и 3-го типов формально могут рас-
сматриваться как различные комбинации простых связей, обес-
печивающие соединение дисков, кинематически эквивалентное 
соответствующей сложной связи (т.е. с такими же ограничения-
ми на взаимные перемещения дисков). Например, цилиндриче-
ский шарнир (рис. 10, а) эквивалентен двум линейным связям   
1-го типа, каждая из которых одним концом прикреплена к од-
ному из дисков (D1 на рис.  10, б) в точках А и В, а другим – ко 
второму диску (D2) в общей точке С.  
 
     а)                                                 б)   
 
 
 
 

Рис. 10 

         Поступательный шарнир (см. рис. 8) эквивалентен соеди-
нению дисков также двумя линейными связями – параллельны-
ми друг другу и ортогональными оси поступательного шарнира 
(рис. 11, а).  
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         На рис.  11, б – д показаны различные варианты изображе-
ния поступательных шарниров, удобные для использования       
в расчётных схемах стержневых систем в часто встречающихся 
случаях, когда оси соединяемых прямолинейных стержней об-
разуют единую прямую, а криволинейные имеют общую каса-
тельную в месте соединения.  На рис.  11,  б,  г изображены шар-
ниры с осью, совпадающей с продольными осями прямых 
стержней или с касательной к оси криволинейных стержней – 
такие шарниры называются продольными поступательными 
шарнирами. Оси шарниров, показанных на рис. 11, в, д, направ-
лены по нормали к осям соединяемых стержней – это попереч-
ные поступательные шарниры.    
         Припайка (см. рис. 9)  может  
быть заменена  тремя  линейными 
связями бесконечно малых разме- 
ров (рис. 12), оси  которых не дол- 
жны сходиться  в одной точке или                             
быть параллельными.                                               Рис. 12   

         И наоборот, некоторые комбинации простых связей могут 
рассматриваться как соответствующие сложные связи. Так, со-
единение двух дисков двумя линейными связями (рис. 13) мо-
жет быть отождествлено с цилиндрическим  
шарниром в точке С пересечения направле- 
ний осей связей АC' и BC'',  так как эта точ- 
ка является мгновенным взаимным центром 
вращения  дисков  D1  и  D2.  Однако  нужно 
иметь  в  виду,  что если бы  в  точке С  был  
реальный  цилиндрический шарнир,  то  при 
отсутствии других связей взаимный поворот 
дисков вокруг точки С  был бы возможен на 
любой  конечный угол,  а  не  на бесконечно  
малый,  как в случае мгновенного центра С,  
когда его положение изменяется с увеличением взаимного по-
ворота дисков. Поэтому шарнир С, условно эквивалентный паре 
линейных связей, называется фиктивным  (правильнее было бы 
использовать термин «условный шарнир»). Аналогично пара па-

  D1 D2 ds 

  Рис. 13 
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раллельных линейных связей (рис. 14) кинематически эквива-
лентна фиктивному (условному) поступатель- 
ному  шарниру   с   осью,   перпендикулярной  
осям связей  АC'  и  BC''.  Изображение  этого 
шарнира  не даёт  никаких упрощений,  но ис- 
пользование  знания  его свойств  может быть 
полезным  при выполнении  кинематического 
анализа системы. Заметим, что соединения ди-  
сков, показанные на рис. 13 и 14, отличаются 
только  взаимным  расположением  линейных 
связей  –  во втором случае точка пересечения 
направлений их осей удалена в бесконечность.           Рис. 14 
  
        В выполненном выше изложении типологии связей плоских 
систем обсуждались их кинематические свойства. Для полного 
описания свойств некоторой связи служат её кинематическая и 
статическая характеристики, первая из которых формулирует 
ограничения, накладываемые связью на перемещения соединяе-
мых ею объектов, а вторая определяет число и виды составляю-
щих компонентов реакций связи. Согласно принципу двойст-
венности в механике (взаимного соответствия друг другу стати-
ческих и кинематических величин) каждому ограничению пере-
мещений (кинематическому условию) соответствует статиче-
ский фактор –  реакция определённого вида (сила –  если связь 
препятствует линейному перемещению, или момент – при огра-
ничении углового перемещения).  
         Сводная информация о типовых связях плоских систем 
приведена в табл. 1, где показаны варианты изображения связей 
на расчётных схемах, а также даны их кинематические и стати-
ческие характеристики. Если один из соединяемых дисков – 
«земля», то связь – внешняя (опорная); специальные упрощён-
ные изображения даны только для внешней угловой связи и 
внешнего поступательного шарнира (подвижной защемляющей 
опоры), в остальных случаях никаких различий в обозначениях 
внешних и внутренних связей одного типа нет. 
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Таблица 1  

Характеристики  связи Тип 
свя-
зи 

Наи-
мено- 
вание 
связи 

Изображение 
связи на рас-
чётной схеме Кинематическая Статическая 

1 2 3 4 5 

Л
ин

ей
на

я 
св

яз
ь 

 Не допускает от-
носительного 
(взаимного) ли-
нейного переме-
щения точек А и 
В по направлению 
оси х связи (ли-
нии АВ):   
      ),( BAxD = 0. 
Не препятствует 
любым поворотам 
дисков и относи-
тельному линей-
ному перемеще-
нию точек А и В 
по нормали к оси 
связи 

Реакция связи 
– сила* R,  
направленная 
вдоль линии  
АВ  (оси свя-
зи):  

С
вя

зь
 1

-г
о 

ти
па

 

У
гл
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ая

  с
вя
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Внутренняя 
угловая связь 
 
 
 
 
 
Внешняя 
угловая связь 
 

Устраняет воз-
можность относи-
тельного (взаим-
ного) поворота 
соединяемых 
дисков:  
     0

21 , =q DD  .  
Допускает любые 
относительные 
поступательные 
перемещения 
дисков  

Реакция связи 
– момент* M  
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Продолжение таблицы 1 
1 2 3 4 5 

Ц
ил

ин
др

ич
ес

ки
й 

 ш
ар

ни
р 

 Не допускает от-
носительного 
(взаимного) ли-
нейного переме-
щения точек С1 и 
С2 дисков 1 и 2, 
совпадающих с 
шарниром С, по 
любому направ-
лению (

21 ,ССD = 0) 
или, в проекциях 
на произвольные 
оси  х  и  у:  

î
í
ì
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=D

.0
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ССу
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Не препятствует 
любым взаимным 
поворотам дисков 
вокруг точки С  

Реакция связи 
– сила* RС  по 
направлению, 
требующему 
определения 
расчётом, или 
её составляю- 
щие RСх и RСу 
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можность относи-
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ного) поворота 
соединяемых 
дисков и относи-
тельного линей-
ного перемеще-
ния точек А и В 
по направлению 
нормали у к оси х 
связи (линии АВ):   
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нормальная 
к оси связи,  
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Окончание таблицы 1 
1 2 3 4 5 

С
вя

зь
 3

-г
о 

ти
па

 

П
ри

па
йк

а 
  

 
 
Не допускает 
никаких –  
ни углового,  
ни линейных – 
взаимных  
перемещений 
дисков. 

 
 
 

Реакции связи 
– cила*) R  
c составляю-
щими Rx и  Ry  
и  момент*) М. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

* Две одинаковые по абсолютной величине, но противоположно на-
правленные реакции (силы или моменты) прикладываются одновре-
менно к обоим соединяемым связью дискам, согласно закону действия 
и противодействия Ньютона в приложении к дискам, взаимодейст-
вующим друг с другом посредством связей между ними. 

         Замечания к таблице 1: 
1) в кинематическом анализе статические характеристики 
связей не используются, но они нужны при выполнении после-
дующего расчёта системы; 
2) в случае назначения горизонтальной и вертикальной осей       
х и у составляющие реакции RCx и RCy  обычно обозначаются как 
H и V соответственно; 
3)  в описаниях шарниров иногда            а) 
используются  уточняющие  тер- 
мины:   режущий   (рис. 15, а)   и      б)                      в) 
примыкающий (см. рис. 15, б, в).         
                                                                              Рис. 15 

         Рассмотренные выше связи плоских систем могут встре-
чаться и в пространственных сооружениях, но их кинематиче-
ские (и соответственно статические) характеристики будут 
иными. Например, цилиндрический шарнир в пространственной 
системе, оставляя свободным взаимный поворот соединяемых 

D1 
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Rх 
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дисков в плоскости, перпендикулярной оси шарнира, устраняет 
возможность всех остальных (двух угловых и трех линейных) 
взаимных перемещений в месте соединения и, следовательно, 
накладывает пять ограничений на перемещения. Вообще в про-
странственной системе число возможных комбинаций ограни-
чений угловых и линейных перемещений в точках соединения 
дисков значительно больше, чем в плоской, поэтому создание 
типологии сложных связей (с более чем одним ограничением на 
перемещения соединяемых дисков) для пространственных сис-
тем не имеет практической ценности. Различные случаи соеди-
нения пространственных дисков непосредственно рассматрива-
ются как некоторые комбинации простых (линейных и угловых) 
связей. При этом линейная связь первого типа имеет по концам 
уже не цилиндрические,  как в плоских системах,  а шаровые 
шарниры, допускающие пространственные вращения. 
        Завершим изложение сведений о связях обсуждением осо-
бенностей учёта их свойств по последнему – 4-му признаку 
классификации.  
         Если в заданной расчётной схеме сооружения имеются по-
датливые (деформируемые) связи, то в кинематическом анализе 
(до определённого момента – об этом ниже) после применения 
гипотезы их отвердения они могут заменяться типовыми жёст-
кими. На рис. 16, а представлена расчётная схема системы с по-
датливыми внешними и внутренними линейными и угловыми 
связями,  а на рис.  16,  б –  условная схема,  применяемая в ходе 
выполнения кинематического анализа, в которой податливые 
связи заменены на соответствующие жёсткие, устраняющие те 
же самые перемещения, на которые исходные деформируемые 
связи накладывают ограничения (не устраняя их полностью). 

 
 
 
                                                                              
                     а)                                                        б) 
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          Анализ ограничений взаимных перемещений дисков 
(включая диск «земля») в узлах после введения жёстких связей 
приводит к заключению: в узле С  
соединение дисков –  жёсткое, эк-  
эквивалентное припайке (внутрен- 
няя  связь  3-го типа),  в  узле  К –  
опорный горизонтальный поступа- 
тельный  шарнир  (внешняя  связь  
2-го типа), в узле А – неподвижная 
шарнирная  опора  (внешняя связь  
2-го типа), в  узле В  –  подвижная  
шарнирная опора (внешняя линей-               Рис. 17 
ная связь 1-го типа).  Использовав 
более лаконичный вариант изображения связей (см. табл. 1)       
в узлах А и К, получаем схему по рис. 17.    
         Некоторые «отверждённые» диски системы также могут рас-
сматриваться как связи: кривой или ломаный стержень с шарни-
рами А и В по концам – как линейная связь АВ (рис. 18, а, б); 
стержень, жёстко прикрепленный концами к другим дискам, – 
как связь 3-го типа (припайка,  соединяющая узлы А и В) –     
рис. 18, в.  

                а)                                б)                              в) 
 
 
 
 
 

Рис. 18 
 

         Очевидно, что для обеспечения геометрической неизме-
няемости системы её диски должны быть соединены друг с дру-
гом и с диском «земля» некоторым минимумом связей. Число и 
тип связей зависят от того, сколько и каких по типу (линейных и 
угловых) перемещений в сумме имели бы диски, полностью сво-
бодные от связей (в дальнейшем такие диски будем называть 
несвязанными). Для оценки возможных перемещений дисков 
используется понятие степеней свободы. 
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1.4.  С т е п е н и   с в о б о д ы 

         С т е п е н и   с в о б о д ы – независимые геометрические 
параметры, полностью определяющие положение всех точек 
диска или системы в целом при их возможных перемещениях. 
         Если перемещения возникают в результате деформации 
материала, то для определения положения в общем случае бес-
конечно большого числа точек объекта (деформируемого диска) 
могут служить изменения (приращения) их координат при пере-
ходе из исходного положения в деформированное состояние – 
этих геометрических параметров, выступающих в качестве сте-
пеней свободы, получается бесконечное множество. Отсюда 
следует, что деформируемые системы и их элементы имеют 
бесконечное число степеней свободы. 
         Но поскольку в кинематическом анализе не ставится зада-
ча определения реальных перемещений сооружений, а, в соот-
ветствии с признаками геометрически неизменяемых, изменяе-
мых и мгновенно изменяемых систем, требуется выявление воз-
можности возникновения отличных от нуля (конечных или хотя 
бы бесконечно малых, но ненулевых) перемещений, обуслов-
ленных не деформациями, а кинематическими особенностями 
рассматриваемой системы, то применяется уже неоднократно 
упоминавшаяся выше гипотеза отвердения – предположение о 
недеформируемости материала всех элементов системы – как 
дисков, так и связей. 
         В результате диски рас- 
сматриваются   как  жёсткие, 
и число их степеней свободы 
становится конечным.  
         Так,  несвязанный  диск   
в пространстве  имеет  шесть 
степеней  свободы:   положе- 
ние  всех его точек однознач-  
но определяется  заданием  в   
глобальных осях xyz (рис. 19)  
трёх координат 
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DOz                        Рис. 19 
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некоторой точки OD диска – начала его локальной (собственной) 
системы координат и трёх углов aD, bD и gD  между глобальными 
и локальными осями.  
         В плоскости диск обладает тремя степенями свободы – это 
координаты

DOx , 
DOy и угол aD  (рис. 20). Точка, которую можно 

рассматривать как диск бесконечно малых размеров (вследствие 
этого не требуется описывать её наклоны относительно коорди-
натных осей), в пространстве имеет три степени свободы – xA, yA 
и zA (рис. 21), а  в плоскости – две (xA и yA).  
 
 
 
 
 
 
 
   
 
                       Рис. 20                                        Рис. 21 

         Роль степеней свободы также могут играть не сами выше-
указанные координаты, а их приращения по отношению к неко-
торому исходному значению, т.е. линейные и угловые переме-
щения дисков. 
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2.  П О Р Я Д О К    И    П Р О Ц Е Д У Р Ы 
 К И Н Е М А Т И Ч Е С К О Г О   А Н А Л И З А 

        В ходе кинематического анализа расчётной схемы соору-
жения даются ответы на два главных вопроса: 
1) достаточно ли суммарное число внешних и внутренних свя-
зей в системе для того, чтобы при правильном их размещении 
обеспечить её геометрическую неизменяемость? 
2) правильно ли расставлены связи?  
         Следует обратить внимание на то, что первый вопрос ещё 
не предполагает изучения правильности расстановки связей – он  
нацелен на оценку их количества. 
         В связи с этим в кинематическом анализе выделяются два 
последовательных этапа: 
1) количественный анализ; 
2) качественный (структурный) анализ. 

2.1.  К о л и ч е с т в е н н ы й   а н а л и з 
          К о л и ч е с т в е н н ы й   а н а л и з – это исследование 
расчётной схемы сооружения, заключающееся в оценке баланса    
(соотношения) суммарного числа степеней свободы дисков сис-
темы до наложения на них внешних и внутренних связей (т.е. 
несвязанных дисков) и суммарного числа внешних и внутренних 
связей системы,  в пересчёте на связи первого типа.  
          Указанный пересчёт объясняется тем, что именно связь 
первого типа способна устранять, при правильном её использо-
вании, одно возможное взаимное перемещение (линейное или 
угловое) соединяемых дисков, т.е. одну степень свободы. 

2.1.1.  Количественная оценка степеней свободы и числа связей 
         Суммарное число степеней свободы несвязанных дисков 
системы обозначим nD, а суммарное число условных (в пересчё-
те) связей  первого типа –  nc.  
         Для правильной оценки соотношения между nD и nc  (боль-
ше, меньше, равны) необходимо, изучив расчётную схему со-
оружения,  заранее строго определить, какие элементы системы 
считать дисками, а какие рассматривать как связи. При этом 
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имеет смысл учитывать возможности, проиллюстрированные 
выше на рис.  18.  Один и тот же элемент не может одновре-
менно быть и  диском, и  связью; связи должны налагаться 
только на диски, но не друг на друга.  

         После номинации дисков выполняется формальное выяв-
ление внешних и внутренних связей в системе по следующему 
алгоритму: 

1) определяются  возможные комбинации  соединений дис- 
ков друг с другом, исключая диск «земля» (например, четы-
ре диска системы D1 , D2 , D3 , D4   могут иметь соединения в 
следующих шести сочетаниях:  D1 « D2 , D1 « D3 , D1 « D4 , 
D2 « D3 , D2 « D4 , D3 « D4 ); 
2) каждая  комбинация  проверяется  на  предмет реального 
существования предсказанных в главе 1 возможных соеди-
нений соответствующих дисков, и в случае наличия связей 
(одной или нескольких) определяются их типы; 
3) дополнительно для всех дисков 
проверяется  наличие связей между  
точками   одного  и  того  же  диска  
(примеры  –  на рис. 22:  связь  3-го  
типа (припайка)  в  узле А  диска D1  
(криволинейного стержня с замкну- 
той осью), связь 2-го типа (шарнир)   
в диске-стержне D2  и связь АВ 1-го                  Рис. 22 
типа (линейная) в диске D3 ;                       
4) во всех точках,  где имеются соединения  с  диском «зем- 
ля» (опоры), т.е. внешние связи, оцениваются их типы и 
подсчитывается число эквивалентных им связей 1-го типа. 

         Число дисков системы (без учёта диска «земля») обозна-
чим D, число внутренних связей 1-го типа – С,  2-го типа (шар-
ниров в плоских системах) – Н,  3-го типа (припаек)  –  П, сум-
марное число внешних связей (с диском «земля»), пересчитан-
ных на связи 1-го типа – Со.  
         Рассмотрим примеры реализации вышеприведённого алго-
ритма,  учитывая,  что для одной и той же системы возможны 
различные варианты представления о её дисках и связях. 

А 

А 
В 

D1 
D2 

 D3 
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      Например,   систему  с  расчётной  схемой  по  рис.  23, а, 
можно  считать  состоящей  из  шести  дисков  (D1 , D2 ,…, D6  на    
рис. 23, б), тогда внутренними связями являются три припайки 
П1 , П2 , П3   между дисками D1 « D2 , D2 « D5 , D3 « D4  и три 
шарнира Н1 , Н2 , Н3  между дисками D1 « D6 , D5 « D6 , D2 « D3 

(или D5 « D3 – альтернативно, но не одновременно с D2 « D3 !, 
так как диски D2 и D5 соединены жёстко, и в соединении с дис-
ком D3 формально выступают как единый диск, учитываемый 
только один раз). Соединения с «землей» имеются в точках А, В 
и G, где расположены соответственно неподвижная защемляю-
щая опора (внешняя связь 3-го типа), подвижная шарнирная 
опора (внешняя связь 1-го типа) и неподвижная шарнирная опо-
ра (внешняя связь 2-го типа). Суммарное число эквивалентных 
связей первого типа равно  3 + 1 + 2 = 6. 
         Во втором варианте (см. рис. 23, в) П-образная левая часть 
системы состоящая из трех стержней, жёстко соединенных в 
узлах  Р и S,  считается  диском D1  (эту часть  также можно рас- 
                            а)                                                      б)                        
                   
 
 
 
 
 
 
 
                            в)                                                      г)  

 
 
 
 
 
 

Рис. 23 
          
сматривать просто как диск в виде стержня с ломаной осью).  
Аналогично назначен диск D2 . Горизонтальный элемент KL рас-
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сматривается как диск D3 .  Формально к дискам отнесен также 
опорный стержень в точке В, обозначенный как диск D4 . Четыре 
диска соединяются друг с другом только шарнирами – их четы-
ре (Н3 и Н4 – соответственно между дисками D1 « D2 , D1 « D4   
и два – Н1 и Н2 между D1 « D3). Опоры в точках А и G – такие 
же, как в первом варианте, а посредине диск D4 имеет опорный 
шарнир в  точке В’. Суммарно опоры эквивалентны 3 + 2 + 2 = 7 
связям первого типа.  
         В третьем варианте (см. рис. 23, г) рассматривается только 
один диск D1. Поэтому внутренних связей, соединяющих его       
с другими дисками, нет. Стержень KL, схема которого точно 
соответствует определению линейной связи согласно рис. 5, 
учитывается как внутренняя связь 1-го типа между точками K и 
L одного диска (в соответствии с п.  3 приведённого выше алго-
ритма). Правый стержень с ломаной осью отнесён к внешним 
связям в качестве условной линейной связи с осью SG (по ана-
логии с рис. 18, б). Внешние связи (опоры) в точках А и В – та-
кие же, как в первом варианте. Суммарное число эквивалентных 
внешних связей 1-го типа: 3 + 2 + 1 = 5. 
         Таким образом, в трёх рассмотренных вариантах номина-
ции дисков и связей имеем: 
– по рис. 23, б:   D = 6,  П = 3,  H = 3,  C = 0,  Co = 6; 
– по рис. 23, в:   D = 4,  П = 0,  H = 4,  C = 0,  Co = 7; 
– по рис. 23, г:   D =  1,  П = 0,  H = 0,  C = 1,  Co = 5. 
         Возможны и иные варианты представления о дисках и свя-
зях той же системы. 
         В некоторых точках (узлах) могут соединяться шарнирно 
или жёстко более двух дисков (рис. 24, а, б  соответственно).  

         Шарнирный узел (см. рис. 24, а) по существу  представляет 
собой попарное соединение дисков бесконечно близко располо-
женными шарнирами (см. рис. 24, в), условно изображаемыми с 
общим центром (осью вращения). Поэтому шарнир, соединяю-
щий более двух дисков, называется кратным (или сложным).  
Очевидно, что в нем объединены nD, уз – 1 обычных (иногда го-
ворят – простых) цилиндрических шарниров; здесь nD, уз – коли-
чество дисков, соединяемых в узле кратным шарниром. В слу-
чае, показанном на рис. 24, а, соединение дисков в узле учиты-



 25 

вается как три простых шарнира (Нуз = nD, уз – 1 = 4 – 1 = 3). За-
метим, что если какой-либо стержень из сходящихся в шарнир-
ном узле отнесён не к дискам, а к связям 1-го типа, то при под-
счете кратности шарнира он, конечно, не учитывается.  
  
                     а)                                                 б) 
 
 
 
 
                        
                     в)                                                 г) 
 
 
 
 
 

Рис. 24 
         Аналогично кратной, т.е. соединяющей более двух дисков, 
может быть и припайка (см.  рис.  24,  б),  эквивалентная также   
nD, уз – 1  простым  припайкам  (двум  в  узле,  изображённом  на   
рис. 24, б:  Пуз = nD, уз – 1 = 3 – 1 = 2).  
         Очевидно, что в случае, приведённом на рис. 24, г, несмот-
ря на наличие трёх сходящихся в узле стержней, припайка не 
является кратной,  так как два из трёх стержней заранее объеди-
нены в диск D1. Если какой-либо из стержней, жёстко соединён-
ных в узле,  принят в качестве связи 3-го типа (в соответствии с 
рис. 18, в), то он не учитывается  в  nD, уз . 
         Расчётная схема сооружения может содержать узлы, в ко-
торых осуществляется одновременное соединение дисков с по-
мощью шарниров и припаек (например, узел S на рис.  23,  б),  в 
том числе и кратных. Такие узлы, в отличие от тех, где соедине-
ние дисков только шарнирное (шарнирные узлы) или только жё-
сткое (жёсткие узлы), называются узлами с комбинированным 
соединением дисков. Для правильной оценки числа эквивалент-
ных простых шарниров и припаек требуется аккуратная оценка 
кинематических свойств комбинированного соединения. На-
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пример, в узле, изображённом на рис. 25, а, жёстко соединяются 
три диска-стержня D1, D2 и D3  (соответственно кратная припай-
ка эквивалентна 2 простым), а кратный шарнир связывает четы-
ре диска – D4 ,  D5 , D6  и объединённый диск DI = D1 + D2 + D3 и 
поэтому эквивалентен трём простым; следовательно, Пуз = 2,   
Нуз = 3. 
                     а)                                  б)   
 
 
 
 
 
 

Рис. 25 

         В комбинированном узле, показанном на рис. 25, б, соеди-
няются семь дисков с помощью двух простых и одной кратной 
припайки, эквивалентной двум простым, а также кратного шар-
нира,  связывающего три укрупнённых диска D1 + D2 ,  D6 + D7  и  
D3 + D4 + D5 . В итоге для узла имеем Пуз = 4, Нуз = 2. 

Замечание, не имеющее прямого отношения к кинематическому анализу, 
но полезное в дальнейшем: 

особенности соединения нескольких элементов в шарнирном узле реальной конструк-
ции определяются конкретным инженерным воплощением узла: возможно соосное 
объединение элементов на общем цилиндрическом вкладыше – в этом случае кратный 
шарнир в расчётной схеме появляется естественным образом; могут применяться так-
же различные сочетания шарнирных соединений с небольшими расстояниями между 
осями шарниров – при формировании расчётной схемы конструкции эти малые несоос-
ности могут игнорироваться, что опять же приводит к возникновению кратного шарнира. 
Каким образом появился кратный шарнир в расчётной схеме сооружения, для кинема-
тического анализа не имеет никакого значения. Однако на стадии расчёта конструкции 
целесообразно конкретизировать соединение дисков в узле, обозначив определённую 
комбинацию простых шарниров – это позволяет составить чёткое представление о 
реакциях связей и о том, к каким именно соединяемым дискам те или иные из них 
должны быть приложены.  
             Разные варианты внутренней структуры сложного шарнирного узла отличаются 
лишь «игрой сил» в самом узле, т.е. различными комбинациями реакций связей про-
стых шарниров. Для реальной конструкции это, несомненно, имеет значение в области 
узла, малой в сравнении с размерами элементов конструкции, но за пределами этой 
области особенности внутреннего распределения сил в ней практически не влияют на 
усилия в системе. Поэтому если сведения о конкретном конструктивном решении узла 
отсутствуют, то можно задать в нем любое соединение дисков простыми шарнирами, 
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выбрав наиболее удобный из нескольких вариантов. Например, альтернативой модели, 
приведённой на рис. 24, в,  является прикрепление диска D4 шарниром не к D1 , а к D2 
или D3  (возможны и другие комбинации соединений).  

         После того, как выполнено разделение элементов расчёт-
ной схемы сооружения на диски и связи (NB: не должно остать-
ся ни одного элемента, не отнесённого к одной или другой кате-
гории!), выполняется вычисление и последующее сопоставление 
nD и nc . Суммарное число степеней свободы несвязанных дисков  
определяется исходя из того, что каждый жёсткий пространст-
венный диск, как установлено выше, обладает шестью степеня-
ми свободы,  а плоский –  тремя.  Тогда если,  как принято ранее,  
число дисков системы – D, имеем 

                 )1(
.системыплоскойдля3
системы,веннойпространстдля6

îí
ì

-
-

=D D
Dn        

При выводе формулы для суммарного числа внешних и внут-
ренних связей nc (в пересчёте на связи 1-го типа)  учитывается,  
что пространственная припайка эквивалентна шести  простым 
связям (плоская – трём), шарниры плоских систем (цилиндриче-
ские и поступательные) учитываются как две связи 1-го типа, 
шаровой шарнир в пространственной системе – как три:  

  )2(
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о
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         При использовании формулы ( 2 ) для пространственной 
системы все соединения, не подпадающие под признаки при-
пайки, шарового шарнира или связи 1-го типа, непосредственно 
представляются как комбинации соответствующего числа про-
стых связей. 

2.1.2.  Необходимое условие геометрической неизменяемости 
         Очевидно, что для обеспечения геометрической неизменя-
емости системы необходимо отсутствие возможных перемеще-
ний (степеней свободы) у её дисков после наложения на них 
всех выявленных внешних и внутренних связей. А это возможно 
лишь в том случае,  когда суммарное число связей nc не меньше 
суммарного числа степеней свободы nD несвязанных дисков, т. е.   

                                             D³ nnc ,                                         ( 3 ) 
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в противном случае останутся некоторые неустраненные степе-
ни свободы, что является признаком геометрически изменяемой 
системы. Если ввести для характеристики соотношения nD и nc 
их разность 

                                          W =  nD –  nc ,                                      ( 4 ) 
то условие ( 3 ) примет вид 

0£W .                                                                   ( 5 ) 

         Неравенства  ( 3 )   и  ( 5 )   выражают  необходимое,  но   
недостаточное условие геометрической неизменяемости  
системы. 
         Недостаточность условия неизменяемости в виде ( 3 )  или  
( 5 ) проявляется в том, что оно имеет сугубо количественный 
характер и не может учесть возможных дефектов в размещении 
связей. Не исключена ситуация,  когда характеристика W непо-
ложительная,  т.е.  условие ( 5 ) выполняется, но связи в системе 
распределены неправильно: например, с переизбытком в неко-
торых частях, тогда в других частях их может быть недостаточ-
но, и там остаются некоторые степени свободы дисков. Следо-
вательно, выполнение необходимого условия геометрической 
неизменяемости не гарантирует того, что система в дейст-
вительности будет неизменяемой.  
         Результатом  проверки  выполнения условия ( 5 ) является 
одно из двух  альтернативных заключений: 
1)  система  может быть*  неизменяемой  
     (если получено W = 0 или W < 0); 
2)  система геометрически изменяема (при W > 0). 

         Вычисление характеристики W и проверка выполнения не-
обходимого условия геометрической неизменяемости составля-
ют содержание 1-го этапа кинематического анализа – количест-
венного анализа расчётной схемы сооружения. В представлен-
ном на рис. 1 алгоритме кинематического анализа количествен-
ный анализ является частью процедуры проверки, обозначенной 
оператором 1, и обеспечивает немедленный выход из  него при 
W > 0 (ответ «нет»).  В случаях W = 0 или W < 0 для  выхода с 
ответом «да» или «нет» необходимо дальнейшее исследование 
расчётной схемы сооружения – структурный анализ системы. 

*  Именно так – 
    в форме допущения ! 
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         Для вычисления характеристики W служат формулы, полу-
чаемые подстановкой в ( 4 ) выражений ( 1 ) и ( 2 ): 
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         Рассмотрим определение W для трёх вариантов описания 
плоской стержневой системы (см. рис. 23, б, в, г): 
– по варианту 1: W = ;3)603233(63 -=++×+×-×   
– по варианту 2: W = ;3)704203(43 -=++×+×-×   
– по варианту 3: W = .3)510203(13 -=++×+×-×   

         Во всех трёх вариантах получено, как и следовало ожидать, 
одно и то же значение W = –3 < 0. Заключение по результатам 
количественного анализа: система может быть геометрически  
неизменяемой,  так как связей количественно хватает (и даже 
имеется некоторый их избыток), чтобы при правильном их раз-
мещении обеспечить устранение всех степеней свободы дисков 
системы. 
         Для системы, изображённой  
на  рис. 26,  после  обозначения  
дисков D1 , D2 ,…, D5  имеем: 
D = 5;  П = 0;  Н = 4 (в  узлах К, L  
и кратный в узле G); С = 0; Со = 7 
(опорные шарниры А и С, каждый  
из которых эквивалентен двум свя- 
зям  1-го типа,  и  неподвижная  за-                     Рис. 26 
щемляющая опора В  –  три связи); 
W = 0)704203(53 =++×+×-×  – система может быть гео-
метрически неизменяемой. 

         В системе,  схема которой показана на рис.  27,  выделены 
шесть дисков ( D = 6 ).  Жёстких узлов нет ( П = 0 ). Шарниров 
четыре  (все  простые –  соединяют  диски  попарно:   D1 « D2 , 
D2 « D3 , D3 « D4 , D4 « D5 ), т.е. Н = 4. Внутренние связи 1-го 
типа – стержни CS, SJ, TP и TL; С = 4.  Внешних связей –  пять 
(Со = 5):  стержни АС и LK,  а также три связи в опорах  В и G. 

А В С 

G K L D1 
D2 D3 

D4 D5 
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Находим W = 1)544203(63 =++×+×-×
 
> 0 – система геомет-

рически изменяемая. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 27 
 

        Можно стержень JР отнести не к дискам, а к внутренним 
линейным  связям,  тогда  D = 5,  П = 0,  H = 2,  C = 5,  Со = 5  и   
W = 1)552203(53 =++×+×-×  >  0 – результат не изменился. 
         Заметим, что в обоих вариантах диск D6 необходим, так 
как иначе стержень SТ должен рассматриваться как связь 1-го 
типа, и в узлах S и Т связи будут соединяться только друг с дру-
гом, что недопустимо.  

         Замечание: иногда характеристику W называют числом степеней свобо-
ды системы ( например, в [1] ). Использование такого не вполне корректного 
термина  может  стать  причиной  неверного  вывода:  ведь если вложить  в  W  
смысл, отвечающий названию, то результат 
W = 0  формально  следует  истолковывать  
как отсутствие у системы степеней сво-    
боды  и, следовательно, оценивать систему   
как геометрически неизменяемую; но это не   
всегда  соответствует истине.  Например,  в   
случае,  представленном  на рис. 26,  W = 0, 
но  в  действительности существует очевид-                        Рис. 28 
ная   возможность   конечных  перемещений 
дисков в правой части системы (рис. 28), полностью определяемых углом a;  
следовательно, у системы всё-таки имеется одна степень свободы. Объясне-
ние этой ошибки заключается в том, что названием «число степеней свободы 
системы» характеристике W придается несвойственное ей содержание каче-
ственного характера, выводящее на заключение о кинематическом качестве 

D1 

D2 D3 D4 

D5 
D6 
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В G 
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системы, в то время как W служит лишь для оценки количественной доста-
точности или недостаточности связей для возникновения возможности устра-
нения всех степеней свободы несвязанных дисков (вопрос о том, реализуется 
или нет указанная возможность, на этапе количественного анализа системы 
вообще не рассматривается). Некорректность термина «число степеней сво-
боды системы» в применении к характеристике W особенно отчётливо прояв-
ляется в случае отрицательного её значения.  

         Как уже отмечалось выше,  если в результате выполнения   
1-го этапа (количественного анализа) обнаружено, что расчётная 
схема системы удовлетворяет необходимому условию геомет-
рической неизменяемости ( 5 ),  то осуществляется её качествен-
ный (структурный) анализ, представляющий собой 2-й этап ки-
нематического анализа. 

2.2.  С т р у к т у р н ы й    а н а л и з 

          К а ч е с т в е н н ы й  ( с т р у к т у р н ы й )  а н а л и з – это   
исследование структуры расчётной схемы сооружения, заклю-
чающееся в проверке правильности расположения связей, выяв-
лении возможных дефектов соединения дисков и завершающее-
ся определением кинематического качества (природы) системы 
(её геометрической неизменяемости, изменяемости или мгно-
венной изменяемости). 

         В ходе структурного анализа дается оценка кинематиче-
ского качества каждой внешней и внутренней связи на основа-
нии упоминавшегося выше (п. 1.2) кинематического признака 
классификации связей. По этому признаку классифицируются 
только простые (линейные и угловые) связи, которые подразде-
ляются  на  необходимые,   лишние  и  ложные.   Имеющиеся  в 
системе сложные связи (шарниры, припайки) предварительно 
представляются как соответствующие комбинации простых   
связей. 

2.2.1. Классификация связей по кинематическому признаку 
         Н е о б х о д и м ы е   с в я з и – это связи, удаление  кото-
рых вызывает изменение кинематической природы системы 
(геометрически неизменяемая система превращается в гео-



 32 

метрически изменяемую или мгновенно изменяемую, мгновенно 
изменяемая система становится геометрически изменяемой).  
         Л и ш н и м и  называются связи, при удалении которых         
кинематическая природа системы не изменяется, но эти связи 
ограничивают  перемещения  в   д е ф о р м и р у е м о й   системе. 
         Л о ж н ы е    с в я з и – такие, которые не оказывают 
никакого влияния ни на кинематическую природу системы,      
ни на перемещения в ней, определяемые с учётом деформации 
элементов.  
         Иными словами, при удалении ложной связи в системе  
ничего не изменяется –  ни в случае учёта деформаций её эле-
ментов, ни в предположении об условной идеальной жёсткости 
материала.  
          Как видно из вышеприведённых определений, связи трёх 
разных видов различаются по последствиям удаления связи из 
системы. Поэтому кинематический признак связи формулирует-
ся с использованием характерного геометрического параметра – 
возможного перемещения dS в системе с удалённой данной свя-
зью по её направлению, в предположении о недеформируемости 
дисков и связей (по гипотезе отвердения). Если исследуемая 
связь линейная, то dS – это проекция взаимного линейного пере-
мещения точек А и В соединяемых связью дисков (см. рис. 5) на 
направление оси связи. В случае угловой связи перемещение    
dS – угол взаимного поворота узлов (сечений) в точках А и В (см. 
рис. 6).  
         Очевидно, что в случае необходимой связи результатом её 
удаления должно быть возникновение степени свободы – пере-
мещения по её направлению, следовательно, dS ¹ 0 – это и есть 
кинематический признак необходимой связи. При удалении 
лишней или ложной связи новая степень свободы не возникает, 
поэтому dS = 0 – это кинематический признак, общий для лиш-
ней и ложной связи. Чтобы различать их, используется дополни-
тельный критерий, в котором оценивается также возможное пе-
ремещение,  но  в  деформируемой  системе  с  удалённой иссле- 
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дуемой связью, по её направлению – 0δS . Как следует из опреде-
ления лишней связи, для неё 0δS ¹ 0,  а в случае ложной связи 

0δS = 0.   
         Дадим оценку кинематической природы внешних линей-
ных связей 1, 2 и 3  (рис. 29, а). Удалив связь 1, обнаружим, что 
возникает возможность перемещений в левой части системы, 
даже если считать диски и связи абсолютно жёсткими (см.     
рис. 29, б), при этом проекция линейного перемещения точки А 
(точка В неподвижна) на направление связи 1 получается отлич-
ной от нуля (d1 ¹ 0), следовательно, связь 1 – необходимая. По-
сле удаления связи 2 (при этом связь 1,  уже исследованная ра-
нее, остаётся на своем месте) получаем систему, изображённую 
на рис. 29, в.  Полагая её стержни и связи недеформируемыми, 
обнаружим, что никаких перемещений в ней, в том числе и по 
направлению удалённой связи 2, возникнуть не может, т.е.        
d2 = 0 – по этому признаку связь 2 либо лишняя, либо ложная.  
 
 
 
                               
 
                                     а)                                               б) 
 
 
 
 
 
 
 
                                     в)                                               г) 
                                                  
 
 
 

       Рис. 29 
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         Для уточнения отказываемся от гипотезы отвердения и 
рассматриваем некоторое возможное (не противоречащее свя-
зям)   произвольное  деформиро- 
ванное состояние системы* – на  
рис. 29, в  оно изображено штри- 
ховой линией. По направлению связи 2  в узле К имеется пере-
мещение 0

2δ ¹ 0 – значит, связь 2 – лишняя. Наконец, удалив 
связь 3,  получаем систему,  показанную на рис.  29,  г,  –  в ней 
точка С не может перемещаться ни в случае отсутствия дефор-
маций элементов, ни в деформированном состоянии,  т.е. d3  = 0  
и 0δ0

3 =  – признак того, что связь 3 – ложная. 
         Лишние и ложные связи с количественной точки зрения 
являются избыточными, так как они не нужны для обеспечения 
геометрической неизменяемости системы – для этого достаточ-
но только необходимых связей. Число избыточных связей опре-
деляется как nизб.св. = nc – nD = – W.   
         Несмотря на своё название, лишние связи, тем не менее, 
нужны для реализации определённых эксплуатационных ка-
честв сооружения и появляются в расчётной схеме как результат 
принятия тех или иных инженерных решений при проектирова-
нии конструкций. Более того, в действительности систем без 
лишних связей не бывает – они возникают лишь в результате 
формирования расчётных моделей сооружений с идеализацией 
их реальных свойств (в частности, если пренебрегать трением в 
шарнирах, опорах и т.п.). 
         А вот ложные связи не нужны вообще, их можно рассмат-
ривать как «паразитные»; они должны быть выявлены и удале-
ны из системы до начала её расчёта – в противном случае ма-
тематическое решение задачи определения усилий и перемеще-
ний в сооружении окажется невозможным. В большинстве слу-
чаев специального исследования по критерию 0δS = 0 для обна-
ружения ложной связи не требуется, так как наглядным призна-
ком её обычно является то, что она наложена на уже непод-
вижную точку (например, в системе на рис. 29 – связь 3 в точке 
С, которая и без этой связи уже неподвижна, будучи закреплена 

*    Причина его возникновения 
(например, нагрузка) не имеет 
значения  и  не обозначается. 
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горизонтальной и нижней вертикальной жёсткими связями 1-го 
типа). 
         Поскольку «сортировка» избыточных связей – разделение 
их на лишние и ложные – производится путем учёта деформа-
ций элементов системы (заметим, что это единственная проце-
дура кинематического анализа, в которой не применяется гипо-
теза отвердения), то при разных исходных предпосылках о ха-
рактере деформирования рассматриваемой системы возможны и 
разные оценки кинематического качества одной и той же избы-
точной связи – в одних случаях она может быть определена как 
лишняя,  а  в других – как ложная.  Например,  если систему, по- 
казанную  на рис. 30, предполагается 
в дальнейшем рассчитывать с учётом 
всех  видов  деформаций стержневых 
элементов (изгиб, сдвиг, растяжение-  
сжатие),  то  горизонтальная  связь  в  
точке С  – лишняя,  так как  её  удале- 
ние не изменяет кинематическую при-                   Рис. 30 
роду системы,  которая  остаётся  геометрически неизменяемой; 
но точка С получает возможность перемещаться горизонтально 
из-за  продольных  деформаций  стержней  АВ  и  ВС  – следова- 
тельно, 0δS ¹ 0.  Но если,  как это часто делается  в расчётах рам- 
ных систем, продольные деформации (укорочения-удлинения) 
стержней считать пренебрежимо малыми в сравнении с пере-
мещениями, возникающими при искривлениях элементов от их 
изгиба, а сами «изгибные» перемещения – малыми, то при де-
формации горизонтального стержня АВС расстояние между точ-
ками А и С изменяться не будет, т.е. точка С останется непод-
вижной  даже при удалённой  горизонтальной связи  – таким об- 
разом, 0δS = 0, и указанная связь оказывается ложной.   
         Если  в реальном сооружении 
со схемой  по рис. 30  допускается 
возникновение больших (соизмери-  
мых  с длинами элементов) переме-  
щений, обусловленных изгибом, то 
и  величину 0δS  следует  оценивать 

С А  В 

С А  В С' 

0δS  

  Рис. 31 
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при больших перемещениях (рис. 31) – видно, что в этом случае 
0δS ¹ 0, и горизонтальная связь в точке С – лишняя. 

         Приведённые примеры подтверждают обязательность кор-
ректного и строгого учёта исходных предпосылок и рабочих 
гипотез, определяющих особенности деформирования рассмат-
риваемой системы, при выполнении её структурного анализа. 

         Выше уже указывалось, что по количественной оценке 
лишние и ложные связи входят в одну группу, являясь избы-
точными связями. Можно также заметить, что у необходимых и 
лишних связей есть общее свойство, заключающееся в том, что 
и те, и другие накладывают ограничения на перемещения сис-
темы (правда, в случае лишней связи – на перемещение, опреде-
ляемое с учётом деформаций элементов). Следовательно, и не-
обходимые, и лишние связи влияют на кинематические свойства 
системы и поэтому объединяются в категорию кинематических 
связей, в отличие от ложных связей, являющихся некинемати-
ческими. 
         В табл. 2 дано обобщение приведённых выше сведений   о 
классификации связей по кинематическому признаку, а также 
сопутствующих терминов. 

Таблица 2 

       
 
 

Вид связи 
(наименование) 

Кинематический 
признак связи 

Категория  
по кинематиче-
скому признаку 
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2.2.2. Некоторые особенности анализа 
кинематической природы связей 

         В рассмотренном примере (см. рис. 29) связь 1 однозначно 
(безусловно) определена как необходимая. Относительно лиш-
них и ложных связей такой однозначности нет. В частности, в 
узле С ложной связью может быть объявлена либо связь 3  (как 
это сделано в примере), либо нижняя вертикальная связь, если 
предположить, что она введена в узел С после его закрепления 
верхней вертикальной и горизонтальной линейными связями. 
Таким образом, существует альтернатива выявления ложной 
связи в узле С – для её разрешения должен быть обозначен оп-
ределённый порядок наложения связей на узел, после чего дела-
ется заключение о том, какая именно из двух вертикальных свя-
зей рассматривается как ложная. Не столь очевидно решение 
вопроса о лишних связях.  Если в той же системе (см.  рис.  29)  
последовательно оценивать каждую из внешних связей (кроме 
необходимой), оставшихся после исключения ложной, то фор-
мально все они окажутся лишними, причём их число превысит 
найденное количественным анализом число избыточных связей 
nизб.св. = – W (здесь W – за вычетом удалённых ложных связей). 
Возникновение этого противоречия свидетельствует о некор-
ректности процедуры поодиночного последовательного перебо-
ра всех связей, не являющихся необходимыми, на предмет оп-
ределения лишних. Правильный подход состоит в том, что вы-
являть лишние связи нужно все одновременно, т.е. группой,  ис-
ходя из того, что для системы с уже исключёнными ложными 
связями число лишних связей nлишн.св. =  nизб.св. = – W. Рассматри-
ваются разные возможные варианты групп, состоящих каждая 
из nлишн.св. предположительно лишних связей; причем к этому 
моменту необходимые связи должны быть обнаружены, чтобы 
не быть случайно включёнными в анализируемую группу.   
         Алгоритм действий таков: 
1) одновременно удаляются все связи, включённые в исследуе-
мую группу; 
2) в  системе  с  удалённой  группой  предположительно лишних 
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связей оцениваются возможные перемещения dS и 0δS по направ-
лению каждой из связей группы;  
3) при  невыполнении критерия 0=dS  хотя бы  для одной связи 
рассмотренная группа отвергается как недопустимая; далее 
формируется новая группа, для которой выполняются процеду-
ры 1 – 3; 
4) в качестве контроля проверяются связи, оставшиеся в системе 
после удаления группы связей, признанных лишними по резуль-
татам процедур 1 – 3, – все оставшиеся связи должны оказаться 
необходимыми.      
      Например, после удаления в системе, представленной на  
рис.  29,  а,  ложной связи 3  (других ложных связей нет,  если не 
пренебрегать продольными деформациями стержней; в против-
ном случае ложной будет и горизонтальная связь в узле С) сис-
тема принимает вид по схеме рис. 29, г.  Выполняя её количест-
венный анализ, имеем: D = 2,  П = 0,  H =1, С = 0,  Со = 6, тогда          
W = )23(3 оССНПD +++-  = 2)601203(23 -=++×+×-× ; 
nлишн.св.= – W = 2. Рассматривая группу из двух связей,  образую-
щих среднюю шарнирную неподвижную опору, после их удале-
ния получаем систему,  изображённую на рис. 32. Очевидно, что 
без учёта деформаций стер- 
жней  получается   d1 = 0  и  
d2 = 0,  а  в  деформируемой                                                                                     
системе  0

1δ ¹ 0  и  0
2δ ¹ 0  –                                                

значит, указанные две связи   
– лишние.  Легко убедиться   
в  том,  что  все   остальные   
связи в системе (см. рис. 32) –                              Рис. 32 
необходимые.  Возможны и  
другие варианты групп лишних связей, например, две опорные 
связи в точке С или связь в точке К и горизонтальная связь в 
точке С. Общее количество исследуемых вариантов групп пред-
положительно лишних внешних связей в рассматриваемой сис-
теме определяется как число сочетаний из пяти внешних связей 
(необходимая связь в точке А не учитывается) по две: 

0
2δ  0

1δ  

А  

К  С
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=-= )!25/(!2/!52
5C 10. 

Среди них  есть  одна недопу- 
стимая – группа из связи в то-                                                                                   
чке К  и вертикальной связи в                                              
точке  С  (после  их  удаления 
получается 1δ ¹ 0  и  2δ ¹ 0 –  
рис. 33).                                                                 Рис. 33 
         Если  учитывать возмож- 
ность отнесения к лишним связям наряду с внешними также и 
внутренних связей (например, трёх в припайке Р на рис. 29, а), 
то число вариантов групп становится значительно больше, воз-
растая до 28. Однако практической необходимости рассматри-
вать все возможные варианты нет – достаточно проанализиро-
вать несколько наиболее характерных из них. 
         Более того, для большинства расчётных схем сооружений 
вообще можно не выполнять подробного исследования кинема-
тической природы всех связей.  Вместо этого структурный ана-
лиз сводится к воспроизведению последовательности операций 
по образованию (синтезу) системы из исходного набора несвя-
занных дисков наложением связей, предусмотренных расчетной 
схемой. При этом каждая операция заключается в соединении 
нескольких дисков (исходных или созданных путем укрупне-
ния) с помощью определённой комбинации связей. Результатом 
очередного шага (операции) синтеза должно быть либо получе-
ние геометрически неизменяемой части системы (если это воз-
можно обеспечить набором связей, имеющихся в расчётной 
схеме),  либо выявление дефектов в расположении связей.  В 
большинстве случаев разные ситуации в процессе синтеза сис-
темы могут быть сведены к применению типовых способов гео-
метрически неизменяемого соединения элементов (дисков), из-
ложенных в табл. 3 применительно к плоским системам.  

2.2.3. Типовые способы геометрически неизменяемого 
соединения дисков 

         Типовые способы различаются набором соединяемых объ-
ектов (в порядке усложнения: «диск и точка», «два диска», «три 
диска», причём точка формально может рассматриваться как  
диск бесконечно малых размеров); связи – только необходимые. 

2δ  

1δ  

А  

К  
С
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Таблица 3 

№  и на-
звание 

способа 

Содержание 
способа 
(приёма) 

Схема 
соединения 

Требования 
к расположению 

связей 
1 2 3 4 

1. Со-
едине-

ние 
точки 

и диска 

Прикрепле-
ние точки  

к диску с по-
мощью двух 

линейных 
связей 

 Оси связей 
не должны  

располагаться  
на одной 
прямой 

Соединение 
двух дисков 
с помощью 
трёх линей-
ных связей 

  а) Оси трёх связей  
не должны схо-
диться в одной 
точке или быть 
параллельными 

 
 

2. Со-
едине-

ние 
двух 

дисков 
Соединение 
двух дисков 
с помощью 

шарнира  
и линейной 

связи 

  б) 
 
 
 
 
  в) 

Ось линейной свя-
зи не должна про-
ходить через центр 
цилиндрического 
шарнира или быть 
нормальной к оси 
поступательного 

шарнира 
Попарное 

соединение 
трех дисков 
с помощью 

трёх пар  
линейных 

связей 

   
Три точки (А, В, С) 

пересечения 
направлений  

осей пар связей 
не должны лежать 
на одной прямой 

 
 
 
 

3. Со-
едине-

ние 
трёх 

дисков 
 
 
 

Соединение 
трёх дисков 
с помощью 

трёх цилинд-
рических 
шарниров 

  
Шарниры А, В и С 
не должны лежать 
на одной прямой  

 

D1 

А  

D1 
D2 

D1 

 D1 

D2 
D2 

D1 

D2 
D3 

А  

В  

С  
А  

В  

С  

D1 

D2 D3 

б) 

а)  
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         Легко заметить, что типовые способы и приёмы различа-
ются только формально наборами дисков и связей, но по суще-
ству могут в ряде случаев являться вариантами описания одного 
и того же соединения. Так, способ 1 и приём 2б эквивалентны 
приёму 3б, если стержни рассматривать не как связи 1-го типа, а 
как диски. Используя понятие фиктивных (условных) шарниров, 
можно обнаружить сходство приёмов 3а и 3б. Приём 2а транс-
формируется в 2б введением фиктивного шарнира как точки 
пересечения направлений осей каких-либо двух из трёх линей-
ных связей. Из этого замечания следует, что в процессе синтеза 
системы некоторая операция соединения дисков может истолко-
вываться по-разному – с применением того или иного типового 
способа (приёма), наиболее очевидного и удобного в каждом 
конкретном случае. Более того, отметим необязательность со-
хранения на этапе структурного анализа той же номинации дис-
ков и связей,  которая была введена и использована ранее в ко-
личественном анализе. При выполнении исследования структу-
ры системы может оказаться удобным иное представление о 
дисках и связях – этим имеет смысл рационально пользоваться в 
целях упрощения.  
  

2.2.4. Алгоритм структурного анализа 
1) в первую очередь обнаруживается диск с достаточным (не 
менее трёх) числом связей с «землей» и проверяется правиль-
ность наложения на него внешних связей сопоставлением с ти-
повым способом 2 (при этом могут быть выявлены избыточные 
связи); в случае отсутствия такого диска целесообразно осуще-
ствить, если это возможно, предварительное укрупнение струк-
туры системы путём соединения исходных дисков типовыми 
способами, в результате чего среди полученных крупных дисков 
могут появиться такие, у которых внешних связей достаточно 
для образования геометрически неизменяемой части системы; 
2) если даже после укрупнения не удаётся обнаружить ни одно-
го диска, геометрически неизменяемо соединённого с «землей», 
то выявляются два диска с не менее чем двумя внешними связя-
ми каждый, которые рассматриваются вместе с диском  «земля» 
на предмет соединения по способу 3; если же и этот вариант 
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первой операции синтеза не удаётся применить, то это означает, 
что система не может быть образована с помощью типовых спо-
собов и должны использоваться другие подходы (изложение их 
будет дано позднее); 
3) далее производится присоединение других дисков, причем 
сначала рассматриваются возможности применения способов с 
более простыми наборами соединяемых объектов («диск-точка», 
«два диска») и лишь в последнюю очередь – приёмов соедине-
ния трёх дисков. 
         При выполнении каждой операции синтеза обязательно 
проверяется выполнение требований к расположению связей 
(табл. 3) – это позволяет обнаружить дефекты структуры рас-
чётной схемы сооружения. 
         Если качественный анализ приводит к заключению об от-
сутствии структурных дефектов (наличие лишних связей к тако-
вым не относится!), то делается вывод о геометрической неиз-
меняемости системы; при этом в случае отсутствия лишних 
связей ГНС является статически определимой (количественный 
признак этого после выполнения структурного анализа – W = 0);  
а при W < 0 (есть лишние связи) – статически неопределимой. 
         При обнаружении дефектов структуры система квалифи-
цируется как геометрически изменяемая или мгновенно изме-
няемая – в зависимости от того, какие перемещения – конечные 
или бесконечно малые могут возникать в ней из-за ошибок в 
расположении связей. 
         Таким образом, в результате выполнения структурного 
анализа даются ответы на все вопросы, обозначенные условны-
ми операторами 1, 2 и 3 в блок-схеме алгоритма кинематическо-
го анализа, приведённой на рис.1. 

2.2.5. Системы с простой структурой 
         Системы, для которых качественный (структурный) ана-
лиз расчётной схемы может быть полностью выполнен с ис-
пользованием только типовых способов (приёмов) геометриче-
ски неизменяемого соединения дисков, называются  с и с т е-    
м а м и    с    п р о с т о й    с т р у к т у р о й. 
         Рассмотрим примеры структурного анализа плоских сте-
ржневых систем. Образование (синтез) рамы (см. рис. 23, а), для 
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которой в результате количественного анализа получено W = – 3 
(три избыточные связи), может быть представлено следующим 
образом: 
1) диск D1 в виде ломаного стержня АРSB жёстко прикрепляется    
к диску «земля», что эквивалентно соединению двух дисков с 
помощью трёх связей  (типовой приём 2а в табл.  3);   результат 
этой операции – геометрически неизменяемая система (диск     
DI =  «земля»  +  D1) только с необходимыми связями, представ-
ленная  на  рис. 34, а,  где штрихпунктирными  линиями  обо-
значены оси стержней в проекте сооружения; 

                  а)                                                        б) 
 

 
 
 
 
 
 
 

                  в)                                                         
                                                                             г) 

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 34 
 

2) к геометрически неизменяемой системе – диску DI присоеди-
няется диск D2 (ломаный стержень STD)  –  рис.  34,  б –  с помо-
щью цилиндрического шарнира в точке Т и одной (вертикаль-
ной) из двух линейных связей, эквивалентных имеющейся в 
проекте сооружения шарнирной неподвижной опоре G; вторая 
линейная связь опоры пока что не используется; соединение со-
ответствует типовому приёму 2б, причём требование к связям 

А  

P  S  

B  

D1 

DI DI 

S  Т  

G  

D2 DII 

D3 
K  L  

DIII 

B  G  

K  L  
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выполняется: направление оси линейной связи не проходит че-
рез шарнир Т; результат операции – диск DII = DI + D2 , образо-
ванный с помощью только необходимых связей и включающий 
в себя диск «земля», следовательно, полученная на этом шаге 
синтеза система – геометрически неизменяемая и не имеющая 
избыточных связей; 
3) к геометрически неизменяемой системе – диску DII присоеди-
няется диск D3 (стержень KL) – рис. 34, в – с помощью двух ци-
линдрических шарниров в точках K и L, суммарно эквивалент-
ных четырём линейным связям, из которых одна – избыточная, 
так как типовые приёмы соединения двух дисков по способу 2 
(см. табл. 3) требуют лишь трёх связей; в качестве избыточной 
может рассматриваться, например, горизонтальная линейная 
связь в эквивалентном представлении шарнира L, тогда шарнир 
K и вертикальная связь в точке L обеспечивают правильное при-
крепление диска D3  к диску DII  типовым приёмом 2б; результат 
– геометрически неизменяемая система (диск DIII) с одной избы-
точной связью; к этому же заключению можно прийти другим 
путём – рассматривая стержень KL в качестве линейной связи, 
соединяющей точки одного и того же диска, – в этом случае она 
является избыточной; 
4) в геометрически неизменяемую систему (диск DIII) с одной 
избыточной связью вводятся оставшиеся неиспользованными 
предусмотренные исходной расчётной схемой сооружения две 
линейные связи – вертикальная и горизонтальная в опорах В и G 
соответственно (см. рис. 34, г); получается система, схема кото-
рой совпадает с заданной, с тремя избыточными связями; 
5) проверяя избыточные связи (1 – вертикальную в точке В,        
2 – горизонтальную в точке G  и 3 – стержень KL) по критериям 
dS = ? и  0δS = ? с определением возможных перемещений в сис-
теме с одновременно удалёнными всеми избыточными связями 
в количестве nизб.св. = – W = 3 (см. рис. 34, б), находим, что с ис-
пользованием гипотезы отвердения d1 = 0, d2 = 0 и d3 = 0, а с учё-
том деформаций 0

1δ ¹ 0, 0
2δ ¹ 0 и 0

3δ ¹ 0,  следовательно,  все из-
быточные связи – лишние; 
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6) вывод: заданная система геометрически неизменяемая, с про-
стой структурой, с тремя лишними связями, т.е. статически 
неопределимая.  

        Приведённое выше пошаговое изображение расчётной схе-
мы системы в процессе её синтеза (см. рис. 34) не является обя-
зательным – оно может быть полезным на начальной стадии вы-
работки навыков выполнения кинематического анализа (в даль-
нейшем заменяясь соответствующими мысленными представле-
ниями), а также в затруднительных случаях исследования струк-
туры многоэлементных систем. 
         Вместо подробного описания процедуры качественного 
анализа можно применять сокращённую запись; в частности, 
для рассмотренного примера: 
1) «земля» + D1 = DI  – по способу 2 (приём 2а – соединение двух 
дисков с помощью трёх связей 1-го типа в форме неподвижной 
защемляющей опоры) Þ  ГНС только с необходимыми связями; 
2)  DI  + D2 = DII – по способу 2 (приём 2б – соединение двух дис-
ков с помощью шарнира S и линейной связи в точке G; ось связи 
не проходит через центр шарнира) Þ  ГНС только с необ-
ходимыми связями; 
3) DII + D3 =  DIII  – соединение двух дисков с помощью двух ци-
линдрических шарниров (четырёх эквивалентных простых свя-
зей; одна связь – избыточная) Þ  ГНС с одной избыточной свя-
зью;   
4) DIII +  две линейные связи в точках В и G = геометрически  
неизменяемая система с тремя избыточными связями; 
5) для группы из трёх избыточных связей (п. 3 и 4): d1 = 0, d2 = 0, 
d3 = 0, 0

1δ ¹ 0, 0
2δ ¹ 0, 0

3δ ¹ 0 Þ  все три связи – лишние;  

6) вывод: заданная система геометрически неизменяемая, с про-
стой структурой, с тремя лишними связями, т.е. статически 
неопределимая.  

         Для системы, представленной на рис. 35, количественный 
анализ дает W = )23(3 оССНПD +++- = 
= )322203(33 ++×+×-× = 0 (D = 3 – стержни АРС, СSВ и СК; 
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П = 0;   Н = 2 – кратный шарнир С;   С = 2 – стержни АК и КВ;   
Со = 3). Следовательно,  система 
может быть  геометрически не- 
изменяемой,  и структурный ана-  
лиз необходим. 
         В системе имеются три вне- 
шние связи  (две шарнирные опо- 
ры), но ни у одного из исходных  
дисков  нет  трёх  связей  с  «зем- 
лей». Поэтому  для  того,  чтобы 
система была  геометрически не-                        Рис. 35 
изменяемой, нужно, чтобы соеди- 
нённые друг с другом её элементы образовывали бы единый 
диск. Для проверки этой возможности выполняем предвари-
тельное укрупнение структуры. Используя иное, чем в количе-
ственном анализе, представление о дисках и связях, синтез сис-
темы осуществляем следующим образом: 
1) (D1 º АРС) + точка К = DI  – по способу 1 (прикрепление точ-
ки к диску с помощью двух линейных связей –  стержней АК и 
СК, направления осей которых не совпадают); 
2) DI + (D2 º СSB) + (D3 º КB) = DII – по способу 3 (приём 3б – 
соединение трёх дисков с помощью трёх цилиндрических шар-
ниров С, В и К, не лежащих на одной прямой); 
3) DII + «земля» = ГНС –  по способу 2  (приём 2а –  соединение 
двух дисков с помощью трёх линейных связей, оси которых не 
сходятся в одной точке и не параллельны); 
4) вывод: рассмотренная система геометрически неизменяемая, 
с простой структурой, статически определимая (W = 0). 
         Возможны варианты: например, соединение стержней 
АРС, СК и АК  в диск D1 можно рассматривать по способу 3 (три 
диска и три шарнира А, С, К), а образование диска DII – по спо-
собу 2 (D1 и CSB с помощью шарнира С и связи КВ – приём 2б); 
перед соединением диска DII с «землей» можно предварительно 
прикрепить к «земле» точку А по способу 1, а затем к двум дис-
кам (DII  и  «земля» + (.)А) применить приём 2б (соединение ци-
линдрическим шарниром А и линейной связью в точке В. 

А  В  
К  
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         Количественный анализ системы со схемой по рис. 36, а 
показывает, что система может быть геометрически неизменяе-
мой (если к дискам отнести стержни КС и СР, а остальные 
стержни считать связями 1-го типа, то D = 2, П = 0, Н = 1, С = 0, 
Со =  4,  тогда W = 0)401203(23 =++×+×-× – необходимое 
условие геометрической неизменяемости выполняется). 
 

 
 
 
 
 
 
                         а)                                                      б) 
 
 

Рис. 36 

         Структурный анализ начинается с поиска диска, имеющего 
три связи с «землей». Таких дисков в системе нет. Поэтому пер-
вым шагом синтеза не может быть соединение двух дисков,  од-
ним из которых является «земля». Предварительное укрупнение 
структуры системы невозможно – нет ни одной пары дисков, 
которые могли бы быть объединены типовыми способами. Сле-
довательно, нужно оценить возможность соединения трёх дис-
ков –  таковыми оказываются «земля» и стержни КС и СG, свя-
занные по способу 3 – тремя шарнирами, из которых один ре-
альный (С), а два других – фиктивные (А и В). Шарниры А, В и 
С  не лежат на одной прямой, следовательно, система имеет 
правильную структуру и является геометрически неизменяемой,     
а ввиду отсутствия избыточных связей (W =  0)  –  статически 
определимой. 
           На примере рассмотренной системы можно убедиться в 
необходимости внимательной проверки выполнения требований 
к расположению связей. Так, если изменить углы наклона внут-
ренних стержней, то положение фиктивных шарниров (точек А 
и В)  изменится,  и они могут оказаться на одной прямой с шар-
ниром С (см. рис. 36, б), а это – характерный признак мгновенно 
изменяемого соединения дисков, вследствие чего и система в 

D1 D1 D2 D2 
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целом должна быть квалифицирована как мгновенно изменяе-
мая.  
         В расчётной схеме сооружения, показанного на рис. 37,  
дисками могут считаться стержни АС, СВ, GК, KL, LP и РS      
(D =  6),  тогда H =  4  (простые шарниры в точках С, К, L и Р),      
С = 3 (внутренние линейные связи ЕК, CL и ТР), П = 0,  Со = 7 
(две опорные связи в точке А,  одна в точке В и по две в точках   
G и S).  Характеристика W = 0)734203(63 =++×+×-× –   не-
обходимое условие геометрической неизменяемости системы 
выполняется. 
 
 
 
 
 
 

Рис. 37 

         Но попытки осуществить синтез системы с помощью типо-
вых способов оказываются безуспешными – это невозможно, 
так как все диски должны соединяться друг с другом и с диском 
«земля» одновременно, чтобы в результате обеспечить геомет-
рическую неизменяемость (а система в действительности обла-
дает этим качеством, но доказать это простейшими способами 
нельзя). 

2.2.6.  Системы со сложной структурой 
         Системы, для которых качественный (структурный) ана-
лиз расчётной схемы не может быть полностью выполнен с 
использованием только типовых способов (приёмов) геометри-
чески неизменяемого соединения дисков, называются  с и с т е-   
м а м и    с о    с л о ж н о й    с т р у к т у р о й. 

         К таким системам относится сооружение, изображённое  
на рис. 37. 
          Для выполнения качественного анализа систем со слож-
ной структурой могут применяться: 

1) непосредственное исследование кинематической приро-
ды связей (описание дано выше); 
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2) способ замены связей; 
3) аналитический признак геометрической неизменяемости 

системы. 
         При реализации первого подхода, как правило, не требует-
ся анализировать все связи системы – достаточно оценить неко-
торые из них (а при W = 0 – возможно, даже одну). Например, в 
системе, представленной на рис. 37, в силу того, что W = 0, все 
связи должны быть необходимыми – лишь в этом случае струк-
тура её будет правильной. Проверим кинематическое качество 
какой-либо связи, в частности, вертикальной линейной связи 
ЕК.  Если это необходимая связь,  то для неё должно быть вы-
полнено условие dS ¹ 0 (см. табл. 2).  

                                          а)                                                         б) 

 
 
 
 
 
 

                                                               0=A, B, G, S 
Рис. 38 

          В соответствии с общей схемой выявления кинематиче-
ской природы связи удаляем её и полученной системе, превра-
тившейся в механизм с одной степенью свободы,  задаём воз-
можные перемещения, показанные схематически штриховыми 
линиями на рис. 38, а (при этом используется гипотеза отверде-
ния). Искомая величина dS есть проекция на направление уда-
лённой линейной связи ЕК взаимного (относительного) пере-
мещения соединяемых ею точек Е и К. Задав отличное от нуля 
(числовое значение не играет никакой роли) малое перемещение 
какой-либо точки (например, С), определяем перемещения всех 
остальных характерных точек механизма (узлов, где соединяют-
ся диски).  Для этого можно использовать: 
а) мгновенные взаимные центры вращения дисков; 
б) план мгновенных перемещений точек механизма (подобен 
плану мгновенных скоростей). 
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         На рис. 38, б представлен план перемещений, на котором 

векторы OKOPOTOEOC ,,, =  и  линии LС,  PL,  KL и РТ    
ортогональны одноимённым линиям на схеме механизма      
(рис. 38, а). Отрезок ЕК на плане – полное взаимное перемеще-
ние точек Е и К ; его проекция на направление удалённой связи 
(в рассматриваемом случае – на вертикаль) и есть перемещение 
dS . Оно получилось отличным от нуля – признак того, что ис-
следованная связь – необходимая. Её возвращение в систему 
устраняет возможность возникновения любых перемещений при 
отсутствии деформаций элементов (план перемещений вырож-
дается в точку), следовательно, система – геометрически неиз-
меняемая, а поскольку W = 0, то и статически определимая. 

         В двух других вышеуказанных вариантах качественного 
анализа систем со сложной структурой, основанных на способе 
замены связей и аналитическом признаке геометрической неиз-
меняемости,  используются, в отличие от остальных подходов, 
статические характеристики связей. 
        Сущность способа замены связей состоит в следующем. 
Если структура системы правильная, то любое конечное воздей-
ствие вызывает в ней, в случае устойчивого равновесия, единст-
венное напряжённо-деформированное состояние с конечными 
значениями перемещений и силовых факторов, в том числе ре-
акцию S некоторой связи, кинематическую природу которой 
требуется определить. Для системы со сложной структурой мо-
жет оказаться трудоёмкой процедура составления и решения 
уравнений, с помощью которых находится S. Для упрощения 
осуществляется замена связей: исследуемая связь удаляется с 
приложением вместо неё реакции S, и в систему вводится новая 
(заменяющая) связь, причём таким образом, чтобы получилась 
система с простой структурой. Реакция заменяющей связи R~ , 
согласно принципу суперпозиции, может быть представлена как 
сумма её составляющих – FR~  (от некоторого воздействия – на-
грузки)  и SR~ (от реакции S удалённой исследуемой связи): 

R~ = FR~ + SR~ .                                      ( 7 ) 
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Величина SR~  может быть записана в виде SR~ = Sr ×~ , где r~ –  
реакция заменяющей связи от усилия S = 1. Поскольку силовой 
фактор S обеспечивает равновесие системы с удалённой связью 
при действии нагрузки,  то заменяющая связь в работу не вклю-
чается, и усилие в ней равно нулю: R~ = FR~ + SR~  = FR~ + Sr ×~ = 0,   

откуда S =  – FR~ / r~ . Очевидно, что для получения конечного 
значения усилия S нужно, чтобы знаменатель дроби не был ну-
левым, следовательно,  

                           0~ ¹r  –                                         ( 8 ) 
признак необходимой связи по способу замены связей. 
         Если для получения системы с простой структурой требу-
ется произвести замену не одной, а нескольких (n)  связей,  то 
признак группы необходимых связей принимает вид 

             Det ( r~ ) = 0
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,                   ( 9 ) 

где ikr~  – реакция i-й заменяющей связи от единичного усилия   в 
удалённой  k-й связи (от  Sk = 1). 
         Для систем  с W =  0   требования  ( 8 )   и  ( 9 )  являются   
необходимыми и достаточными условиями геометрической  
неизменяемости.       
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 39 
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         Например, в рассматриваемой системе со сложной струк-
турой (см. рис. 37) удаляем одновременно три линейные связи, 
прикладывая вместо них реакции S1 , S2 и S3 (рис.  39),  а затем 
вводим в систему три заменяющие связи, обозначенные цифра-
ми 1, 2 и 3 в прямоугольниках. Последовательно задавая  S1 = 1, 
S2 = 1 и  S3 = 1, определяем вызываемые ими реакции заменяю-
щих связей и формируем матрицу r~ : 

2/112/1
12/10
02/11

~~~

~~~

~~~

333231

232221

131211
~ -

-

==
rrr

rrr
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r  , 

компоненты второго столбца которой вычислены при  tg a =      
= 2 tg b. Определитель этой матрицы  Det ( r~ ) = –3/2 0¹  –  это 
означает,  что три исследованные связи –  необходимые,  что яв-
ляется гарантией геометрической неизменяемости системы. За-
метим, что для неё было бы достаточно осуществить замену 
лишь одной связи. Читателю предлагается самостоятельно убе-
диться в том, что при tg a =  – tg b (неудачная – зигзагообразная 
геометрия нижней части системы) получается Det ( r~ )  =  0  –  
признак  мгновенной изменяемости системы.  

         И наконец, рассмотрим аналитический признак геометри-
ческой неизменяемости. Он формулирует условие невырожден-
ности системы разрешающих уравнений, формируемых для вы-
числения параметров напряжённо-деформированного состояния 
сооружения. Для линейно деформируемой системы (физические 
свойства материала которой описываются законом Гука, пере-
мещения малы и расчётная схема не изменяется в процессе де-
формирования) разрешающие уравнения могут быть представ-
лены в виде линейных алгебраических уравнений 0=+× BYA , 
где Y –  вектор неизвестных силовых факторов и/или перемеще-
ний, А – матрица коэффициентов, зависящая от собственных 
(геометрических, жесткостных и др.) свойств сооружения, В – 
вектор параметров, отражающих влияние заданных воздейст-
вий. Единственное решение СЛАУ возможно лишь в случае, 
когда Det (A) 0¹  – это и есть необходимое и достаточное ана-
литическое условие геометрической неизменяемости системы.  
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З А К Л Ю Ч Е Н И Е 

         Кинематический анализ должен предшествовать расчёту 
всегда, когда это практически возможно, – во всяком случае, для 
систем со сравнительно небольшим числом элементов. К сожа-
лению, многоэлементные, особенно пространственные, системы 
могут иметь достаточно сложную структуру, трудно поддаю-
щуюся исследованию с помощью рассмотренных выше приё-
мов, требующих использования геометрических представлений, 
которые, ко всему прочему, плохо реализуются в компьютерных 
программах. В этих случаях может оказаться полезным исполь-
зование аналогий с известными решениями, накопленный опыт 
и т.п. Если же кинематический анализ сложной системы оказы-
вается неоправданно трудоемким, то он может не выполняться – 
при этом попытка автоматизированного компьютерного расчёта  
системы с не выявленной заблаговременно геометрической или 
мгновенной изменяемостью приведет к тому, что в процессе 
машинного счета будет обнаружена невозможность решения 
вырожденной системы уравнений или будут получены несораз-
мерно большие значения усилий (признак систем, близких к 
мгновенно изменяемым).  

         По мере накопления опыта кинематический анализ может 
выполняться не обязательно по вышеизложенной полной (двух-
этапной)  схеме,  так как для систем с простой структурой во 
многих практических случаях оказывается достаточно только 
структурного анализа, чтобы сделать заключение о кинемати-
ческой природе системы.      

         Теперь, когда понятны основное предназначение кинема-
тического анализа (обеспечение функции «входного контроля» 
расчётной схемы системы) и методика его выполнения, отметим 
его прикладное значение: 
– во-первых, выявленная в ходе структурного анализа последо-
вательность образования системы (порядок соединения и добав-
ления элементов и частей) позволяет для статически определи-
мых систем определить рациональный порядок расчёта по сле-
дующему правилу: расчёт СОС выполняется в порядке, обрат-
ном последовательности её образования. Это значит, что  опре-
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деление реакций начинается со связей, наложенных на диски в 
последнюю очередь в процессе синтеза системы, и заканчивает-
ся реакциями связей, введённых на первом шаге образования 
системы.  Иными словами,  чем раньше появилась связь в ходе 
создания системы из начального набора несвязанных элементов-
дисков, тем позднее в процессе расчёта определяется её реак-
ция; 
– во-вторых, с инженерной, практической точки зрения струк-
турный анализ расчётной схемы сооружения является основой 
для назначения правильной последовательности укрупнитель-
ной сборки из отдельных конструктивных элементов и монтажа 
в проектном положении реальных строительных конструкций, в 
результате чего может быть обеспечена неизменяемость возво-
димого сооружения на каждом технологическом  шаге. 
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КОНТРОЛЬНЫЕ  ВОПРОСЫ 

1. Что такое кинематический анализ?  Его назначение?  (4) * 
2. Назовите основные понятия кинематического анализа.  (6) 
3. Дайте определение диска. Что может быть диском?  (5, 7) 
4. Что такое диск «земля» и какими свойствами он наделяется? 

(8) 
5. Дайте определение связей. Как классифицируются связи по 

основным признакам?  (9) 
6. Перечислите типы связей плоских систем и для каждого из 

них дайте кинематическую характеристику.  (10, 15) 
7. Каким комбинациям простых связей кинематически эквива-

лентны сложные связи разных типов?  (12) 
8. Каковы статические характеристики разных типов связей 

плоских систем?  (15)  
9. Дайте разные варианты изображения связей плоских систем. 

(15) 
10. Какова роль гипотезы отвердения материала в кинематиче-

ском анализе?  (6, 18, 20) 
11. Что такое степени свободы и какие величины могут высту-

пать в качестве степеней свободы?  (20) 
12. Сколько степеней свободы имеет жесткий диск в простран-

стве и в плоскости? А точка?  (20) 
13. Ответы на какие главные вопросы даются в ходе кинемати-

ческого анализа?  (22) 
14. Назовите этапы кинематического анализа.  (22) 
15. Дайте определение количественного анализа.  (22) 
16. Что означают символы nD и nc и как вычисляются обозна-

чаемые ими величины?  (22, 28) 
17. Какие припайки (шарниры) называются сложными (кратны-

ми)? Как определяется число эквивалентных им простых 
припаек (шарниров)?  (25) 

______________________________________________________________________________________________________ 
*  В скобках указан номер страницы, на которой можно найти ответ на вопрос. 
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18. Какой вид имеет необходимое условие геометрической не-

изменяемости системы? Почему оно является недостаточ-
ным?  (28) 

19. Что такое W ?  Как вычисляется эта характеристика?  (28) 
20. Какой вывод делается по результатам кинематического ана-

лиза, если получается W  > 0 ? А если необходимое условие 
неизменяемости выполняется?  (28) 

21. Что такое качественный (структурный) анализ?  (32) 
22. Как классифицируются простые связи по кинематическому 

признаку? Дайте определения необходимой, лишней и лож-
ной связей.  (32) 

23. Какие геометрические параметры используются в описании 
кинематических признаков разных связей?  (33) 

24. Что общего у необходимых и лишних связей? У лишних и 
ложных связей? В чем различия между ними? Что нужно де-
лать с обнаруженными ложными связями?  (33, 37) 

25. Как выявляются лишние связи?  (38) 
26. Для чего используются типовые способы геометрически не-

изменяемого соединения дисков? Перечислите их, объясните 
смысл каждого из них с указанием требований к расположе-
нию связей.  (40) 

27. Какова последовательность действий при выполнении 
структурного анализа с применением типовых способов со-
единения дисков?  (42) 

28. Какие выводы делаются по результатам структурного анали-
за системы?  (43)    

29. Что такое система с простой структурой?  (43) 
30. Что такое система со сложной структурой? Каковы возмож-

ные пути выполнения структурного анализа таких систем? 
(49) 

31. В чём сущность способа замены связей? Как в этом способе 
записывается признак необходимой связи (группы необхо-
димых связей)?  (51) 
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32. В каком случае способ замены связей дает необходимое и 
достаточное условие геометрической неизменяемости?  (52) 

33. Как формулируется аналитический признак геометрической 
неизменяемости системы? Почему он является необходимым 
и достаточным условием неизменяемости?  (53) 

34. Как по данным кинематического анализа определяется поря-
док расчёта статически определимой системы?  (54) 
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